
微分方程式　第 8回演習

第 8回演習問題：次の追加問題.(1)(2)のどちらか一方と，テキスト p.107演習 2.2(1)を行って下さい．

(ヒント) p.107演習 2.2(1)はこのプリント例題 1.を参考にせよ．追加問題はこのプリント裏面の例題 2.
とテキスト p.96例題 2.2を参照せよ．

追加問題. [ ]内の関数が対応する同次方程式の特殊解である事を確かめ，階数低下法を用いて次の微
分方程式を解け．但し，y = y(x)．

(1) x2y′′ + xy′ − 4y = 8x2 [ x2 ] (2) xy′′ + (2x + 1)y′ + (x + 1)y = 3x2e−x [ e−x ]

(答) (1) y = x2(2 log x + C1
x4 + C2) (2) y = e−x(x3

3 + C1 log x + C2) (C1, C2：任意定数)

例題 1. [ ]内の関数が対応する同次方程式の特殊解である事を確かめ，階数低下法を用いて次の微分
方程式を解け．但し，y = y(x)．

x2y′′ − xy′ + y = 4x5 · · · ©1 [ x ]

(解答例) y0 = x とおく．y′0 = x′ = 1, y′′0 = 1′ = 0 より

x2y′′0 − xy′0 + y0 = x2 · 0 − x · 1 + x = 0.

よって，y0 = x は©1に対応する同次方程式 x2y′′ − xy′ + y = 0 の特殊解である．
次に階数低下法により y = y0 · u(x) = xu(x) · · · ©2 とおいて©1 を解く．以後簡単に u = u(x) で表す．

©2 より

y′ = (xu)′ = x′u + xu′ = u + xu′ · · · ©3 , y′′ = (y′)′ = u′ + (x′u′ + xu′′) = 2u′ + xu′′ · · · ©4 .

©2 ©3 ©4 を ©1 に代入して整理すると

©1 ⇔ x2(2u′ + xu′′) − x(u + xu′) + xu = 4x5

⇔ x3u′′ + x2u′ = 4x5 ⇔ u′′ +
1
x

u′ = 4x2 · · · ©5 (←
:::::::::::::::::
uの項が消える！)

ここで, u′ = v · · · ©6 とおくと u′′ = v′ より©5 を書き直すと

©5 ⇔ v′ +
1
x

v = 4x2

::::::::::::::

· · · ©7.

:::::
©7は

::
v

:::::::::::::::::::::::
の 1階線形微分方程式だから解の公式 (テキスト p.40)を用いて解くと

v = e−
R

1
x

dx

(∫
(4x2)e

R

1
x

dx dx + C1

)
= e− log x

(∫
(4x2)elog x dx + C1

)
=

1
x

(∫
(4x2)x dx + C1

)
=

1
x

(∫
4x3 dx + C1

)
=

1
x

(4 · x4

4
+ C1) = x3 +

C1

x
· · · ©8

©6 ©8 より

u′ = x3 +
C1

x
, ∴ u =

∫
u′ dx =

∫
(x3 +

C1

x
)dx =

x4

4
+ C1 log x + C2 · · · ©9

©2 ©9 より

y = xu = x(
x4

4
+ C1 log x + C2) =

x5

4
+ C1x log x + C2x (C1, C2 :任意定数)

例題 2.は裏面にあります
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例題 2. [ ]内の関数が対応する同次方程式の特殊解である事を確かめ，階数低下法を用いて次の微分
方程式を解け．但し，y = y(x)．

x2y′′ − 3xy′ + 3y = 4x3 [ x3 ]

(解答例) y0 = x3 とおく．y′0 = (x3)′ = 3x2, y′′0 = (3x2)′ = 6x より

x2y′′0 − 3xy′0 + 3y0 = x2 · 6x − 3x · 3x2 + 3x3 = (6 − 9 + 3)x3 = 0.

よって，y0 = x3 は©1に対応する同次方程式 x2y′′ − 3xy′ + 3y = 0 の特殊解である．
次に階数低下法により y = y0 · u(x) = x3u(x) · · · ©2 とおいて©1 を解く．以後簡単に u = u(x) で表

す．©2 より

y′ = (x3u)′ = (x3)′u + x3u′ = 3x2u + x3u′ · · · ©3 ,

y′′ = (y′)′ = 3{(x2)′u + x2u′} + {(x3)′u′ + x3u′′} = 6xu + 6x2u′ + x3u′′ · · · ©4 .

©2 ©3 ©4 を ©1 に代入して整理すると

©1 ⇔ x2(6xu + 6x2u′ + x3u′′) − 3x(3x2u + x3u′) + 3x3u = 4x3

⇔ x5u′′ + 3x4u′ = 4x3 ⇔ u′′ +
3
x

u′ =
4
x2

· · · ©5 (←
:::::::::::::::::
uの項が消える！)

ここで, u′ = v · · · ©6 とおくと u′′ = v′ より©5 を書き直すと

©5 ⇔ v′ +
3
x

v =
4
x2

::::::::::::::

· · · ©7.

:::::
©7は

::
v

:::::::::::::::::::::::
の 1階線形微分方程式だから解の公式 (テキスト p.40)を用いて解くと

v = e−
R

3
x

dx

(∫
(

4
x2

)e
R

3
x

dx dx + C1

)
= e−3 log x

(∫
(

4
x2

)e3 log x dx + C1

)
= x−3

(∫
(

4
x2

)x3 dx + C1

)
=

1
x3

(∫
4x dx + C1

)
=

1
x3

(4 · x2

2
+ C1) =

2
x

+
C1

x3
· · · ©8

©6 ©8 より u′ = 2
x + C1

x3

u =
∫

u′ dx =
∫

(
2
x

+
C1

x3
)dx = 2 log x + C1(

x−3+1

−3 + 1
) + C2 = 2 log x − C1

2x2
+ C2 · · · ©9

©2 ©9 より
y = x3u = x3(2 log x − C1

2x2
+ C2)

定数−C1
2 を改めて C1とおくと

y = x3u = x3(2 log x +
C1

x2
+ C2) (C1, C2 :任意定数)
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